[bookmark: _Toc151013770][bookmark: _Toc151436517]Вариационное исчисление и методы оптимизации
Специальность – Математика
Курс – 3, семестр - 5

Часть 1. ВАРИАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
Лекция № 4. Задача Лагранжа для семейства функций
Рассматривается задача минимизации интегрального функционала, зависящего от семейства функций. Показывается, что необходимым условием минимума является система дифференциальных уравнений, аналогичных полученному ранее уравнению Эйлера. В качестве примера рассматривается принцип наименьшего действия, являющийся одним из наиболее важных законов механики, из которого в качестве уравнения Эйлера получается второй закон Ньютона.
4.1. Постановка задачи 
Рассматривается функционал





где F – известная функция своих аргументов, а неизвестные функции  …,  удовлетворяют граничным условиям

                                                                                                        (4.1)



а  и  – заданные числа,  Ставится следующая задача.

Задача 4.1. Найти функцию  минимизирующие функционал I при выполнении граничных условий (4.1).

Замечание 4.1. Естественно, при  мы получаем рассмотренную ранее задачу Лагранжа.
4.2. Уравнение Эйлера
Для анализа поставленной задачи воспользуемся описанным ранее методом. Определим функцию одной переменной 

 


где  – число, а  – достаточно гладкая вектор-функция, определенная на отрезке  и удовлетворяющая однородным граничным условиям

                                                                                                                (4.2)

Тогда величина  т.е. вариацией вектор-функции и, наверняка удовлетворяет граничным условиям (4.1). 
Как и в случае для задачи Лагранжа 3.1, функционал I достигает своего минимума в точке u тогда и только тогда, когда число 0 является точкой минимума функции f. Остается найти производную этой функции в данной точке (если таковая, конечно, существует) и приравнять ее нулю. 
Замечание 4.2. Характерно, что, хотя в данном случае функционал зависит от нескольких функций, мы вновь сводим задачу к минимизации функции одной переменной.


Для достижения дифференцируемости функции f предположим, что существуют частные производные  и  от функции F по соответствующим аргументам (всем, кроме первого). Тогда справедливо следующее утверждение.
Лемма 4.1. При указанной гладкости функции F существует производная функции f в нуле, равная

                                                                       (4.3)
Доказательство. Определим величину


Пользуясь разложением в ряд Тейлора, находим значение




где  при   Отсюда следует равенство



После деления на  и перехода к пределу при  получаем


Применяя интегрирование по частям с учетом граничных условий (4.2), будем иметь


В результате предшествующее равенство принимает следующий вид (4.3). 

Правая часть равенства (4.3) (т.е. производную функции f в нуле) по-прежнему называется вариацией функционала I в точке u по направлению h и обозначается через  
Итак, из теоремы 2.1 следует, что в том случае, когда u является решением задачи Лагранжа и существует вариация функционала I по любому направлению h, справедливо соотношение

                                                                                                                         (4.4)
для любых вектор-функций h, удовлетворяющих граничным условиям (4.2). Итак, вариация функционала в точке экстремума обращается в нуль, что совпадает по форме с аналогичным высказыванием для задачи Лагранжа 3.1. Теперь несложно установить следующее утверждение: 
Теорема 4.1. Если достаточно гладкая функция u является решением задачи 4.1, то она удовлетворяет системе уравнений Эйлера

                                                                (4.5)
Доказательство. Учитывая лемму 4.1, приведем соотношение (4.4) к следующему виду:






для всех функций  удовлетворяющих граничным условиям (4.2). Зафиксируем здесь произвольный индекс j. Определим вектор функцию h следующим образом: полагаем  при  оставив функцию  произвольной. Тогда предшествующее равенство принимает вид



где  – произвольная функция, принимающая нулевые значения на границе заданного отрезка. Тогда, применяя основную лемму вариационного исчисления, приходим к равенству   


откуда в силу произвольности  следуют условия (4.5). 
Итак, решение задачи 4.1 характеризуется системой обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка (4.5) с краевыми условиями

                                                                                                  (4.6)
Замечание 4.3. Естественно, соотношение (4.5) аналогично рассмотренному ранее уравнению Эйлера и дает лишь необходимое условие локального экстремума. Другими словами, условие это будет выполняться и для точек максимума, а также для тех точек, где реализуется лишь локальный, а не абсолютный минимум.
	Вывод: Для практического нахождения решения задачи 4.1 получена система дифференциальных уравнений второго порядка (4.5) с краевыми условиями (4.6).


4.3. Принцип наименьшего действия

Ранее мы уже рассматривали принцип наименьшего действия для частного случая, связанного с процессом падения тела под действием собственного веса. Предметом настоящего исследования является общий случай движения тела в пространстве. Пусть задана материальная точка массы m, которая движется в пространстве под действием силы – векторной величины с компонентами F1, F2 и F3. В общем случае сила и масса меняются со временем. Движение точки в пространстве описывается ее координатами, т.е. составляющими вектор-функции 


Оценим энергию движущегося тела. Полная механическая энергия материальной точки в данный момент времени складывается из ее кинетической энергии и энергии действующей силы
E(t) = K(t) + U(t).
Кинетическая энергия тела пропорциональна квадрату модуля вектора скорости


Учитывая равенство


находим значение кинетической энергии




Энергия действующей силы равна скалярному произведению векторов  и  


В результате находится полная энергия системы

 
Рассмотрим некоторый интервал времени [t0 , t1] подобно тому, как это делалось ранее при выводе уравнения падения тела. Предположим, что при  t = t0  и  t = t1  тело находится в некоторых точках  х0 = (х01, х02 , х03)  и  х1 = (х11 , х12 , х13)  соответственно, т.е. выполнены условия
xi(t0) = x0i  , xi(t1) = x1i  ,  i = 1,2,3.


Принцип наименьшего действия говорит о том, что движение тела от точки х0 к точке х1 под действием данной силы будет происходить по той траектории , которая доставляет минимум действию


т.е. соответствует минимальным затратам энергии за время от t0 до t1. Система уравнений Эйлера (4.5) в рассматриваемом случае принимает вид:


В результате мы получаем хорошо известное уравнение движения, соответствующее второму закону Ньютона. Тем самым уравнение движение также оказывается следствием принципа наименьшего действия. 
	Вывод: Второй закон Ньютона является следствием принципа наименьшего действия.


Первый интеграл в векторном случае. Закон сохранения энергии в векторном случае в условиях постоянства силы и массы. 

Выводы
На основании полученных результатов можно сделать следующие выводы:
· Решение задачи Лагранжа для семейства функций удовлетворяет системе  уравнений Эйлера с заданными краевыми условиями.
· Решение полученной краевой задачи может оказаться может оказаться решением исходной системы, хотя и не обязано быть таковым.
· Приложением полученных результатов является принцип наименьшего действия, для которого система уравнений Эйлера соответствует второму закону Ньютона для движения материальной точки в пространстве.


[bookmark: _GoBack]Задание № 4. Задача Лагранжа для семейства функций


Требуется найти функции   минимизирующие функционал


на множестве всех функций, удовлетворяющих условиям 



В следующей таблице задаются значения параметров задачи для различных вариантов.
Табл. 4.1. Значения параметров для самостоятельной работы.
	вариант
	

	

	

	

	

	

	


	1
	

	0
	1
	0
	1
	0
	1

	2
	

	0
	1
	-1
	0
	-1
	0

	3
	

	-1
	0
	-1
	0
	-1
	0

	4
	

	0
	1
	0
	1
	0
	1

	5
	

	0
	2
	0
	2
	0
	1

	6
	

	0
	1
	0
	1
	1
	0

	7
	

	0
	1
	0
	1
	0
	1

	8
	

	0
	1
	1
	0
	1
	0

	9
	

	0
	1
	0
	1
	0
	1

	10
	

	0
	1
	0
	1
	0
	1



Требуется выполнить следующие действия:
1. Дать полное описание постановки задачи.
2. Получить систему уравнений Эйлера.
3. Найти общее 
4. Решив соответствующую краевую задачу, найти функции, которые могут оказаться решением данной задачи Лагранжа.       
5. Нарисовать графики найденных функций
6. Найти значение функционала, соответствующее найденным экстремалям.

Литература
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Направления дальнейших исследований
В дальнейшем будет рассмотрена задача Лагранжа для случая, когда критерий оптимальности включает в себя старшие производные от неизвестной функции, а также случай, когда эта функция зависит от нескольких переменных.
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